KOMPLEKSNA ANALIZA

Pavle Pandzi¢, 9. predavanje

Prisjetimo se:

Neka je zg izolirani singularitet funkcije f, tj. f je holomorfna na
K*(zp,R) zaneki R > 0.

Neka je

f@= Y anlz—z)"

n=—oo

Laurentov razvoj funkcije f na K*(zo, R).

Reziduum funkcije f u zj je
(f,z0) =a_1 = L/ (w)dw
resf,o—_l—zm, 7f .

Neka je v PDG zatvoren put u C i neka z € C nije u slici od 7.
Tada definiramo indeks krivulje 7y s obzirom na z kao

1 dw
2w Jyw—z

v(7,2)

v(7,z) je uvijek cijeli broj. Intuitivno, to je broj obilazaka puta v
oko z u pozitivnom smjeru.

Ako je v kontura (PDG zatvoren put bez samopresijecanja), onda
je indeks v u odnosu na z ¢ <y dan sa

v(y,z) = 1, zunutar 7;
T2 = 0, zizvan 1.

Teorem o reziduumima. Neka je () otvoren i zvjezdast skup, z1, ..., z; €
Q) razlicite tocke, te f : O\ {z1,...,2x} — C holomorfna.

Tada je
k
/ f(z)dz = 27i ) v(v,z)res (f, z)
Jy =1

za svaki PDG zatvoren put vy : [a,b] — Q\ {z1,..., 2z}

Korolar. Uz pretpostavke Teorema o reziduumima, pretpostavimo
jos i da je v kontura, te da su z, ..., z; singulariteti od f unutar .

Tada je
/ f(z)dz =27 ) _ res (f,zj)-
v j=1

Meromorfne funkcije
Funkcija f je meromorfna na Q) ako ili nema singulariteta, ili su
joj svi singulariteti izolirani, i to ili uklonjivi singulariteti ili polovi.



(Pretpostavljat ¢emo da smo uklonjive singularitete uklonili, te da
su ostali samo polovi.)

Na primjer, ako su F,G € H(Q), i ako G ima samo izolirane nul-
totke, onda je f(z) = % meromorfna, i singulariteti od f su upravo

nultoc¢ke od G.

Teorem (Princip argumenta)

Neka je () otvoren zvjezdast skup, neka je f meromorfna funkcija
na (), i neka je y kontura u Q) takva da f nema ni nulto¢aka ni polova
na 7. Tada vrijedi

1 [ f()
— dz = —P
31 |, oy @ = Nal) = Palf),
pri ¢emu je N, (f) broj nulto¢aka od f unutar y ratunajuéi kratnost,
a P,(f) je broj polova od f unutar < ratunajuci kratnost.

(Drugim rije¢ima, N, (f) je suma kratnosti svih nulto¢aka od f
unutar v, a P,(f) je suma kratnosti svih polova od f unutar +.)

Dokaz. Primijetimo najprije da su nultocke od f unutar ¢ nuZno
izolirane, dakle i kona¢nog reda. U suprotnom bi zbog principa je-
dinstvenosti vrijedilo f = 0 unutar <, a onda zbog neprekidnosti i
f = 0na v, sto je u kontradikciji s pretpostavkom da f nema nulto-
¢aka na 7.

Primijenimo Korolar Teorema o reziduumima na funkciju

L)
FE) =0y
Dobivamo .
ﬁ/71:(.z)azz=zres(P,z]-),

]

gdje su z; singulariteti od F unutar 7.

Primijetimo da su singulariteti od F upravo nulto¢ke i polovi od
f (pa su dakle svi singulariteti od F izolirani ). Za dokaz teorema je
prema tome dovoljno provjeriti da je

res (F,z') = red nultocke 2z’ od f (1)
za svaku nulto¢ku z’ od f unutar v, te da je
res (F,z") = — red pola z’ od f (2)

za svaki pol z” od f unutar 1.

Ako je 2’/ nultotka od f unutar 7y reda m > 1, onda na nekom
krugu K(Z/, r) vrijedi

fz) = (z—=2)"3(2),

gdje je g holomorfna i g(z) # 0 na K(Z/,r).



Slijedi da je na K(z/,7)

by - L) =) () £ (=) ()
f(2) (z—2')"g(2) ,
z TZ’ + igg((zz))
Funkcija é; ((;)) je holomorfna na K(z/,7), pa je
res (F,z') = res(ﬁ,z’) =m,

dakle vrijedi (1).
Neka je sada z” pol od f unutar 7 reda m > 1.
Tada na nekom krugu K(z”, r) vrijedi
fe) = 2
gdje je ¢ holomorfna i g(z) # 0 na K(z”,r).
Slijedi da je na K(z",r)

, g/(Z)(Z*Z”)m*(g/EZ)Zl(Z*Z”)"Fl
F(Z) _ f (Z) _ (z—2")?

) 3(2)

§(2)z-2")" —g@mz—2")""1 _¢'(z) _m
8(z)(z —2")" 8z) z—z"

Kao i prije, funkcija £ je holomorfna i ne utje¢e na reziduum,
8(z)
pa vidimo
res (F,z") = —m,

Sto dokazuje (2). O

Posebno, ako je f holomorfna onda je P,(f) = 0, pa dobivamo:

Korolar. Neka je () otvoren zvjezdast skup, neka je f holomorfna
funkcija na (), i neka je 7y kontura u () takva da f nema nulto¢aka na
7. Tada je

L@, _
%/y f(Z) dz = NY(f)r
gdje je Ny (f) broj nulto¢aka od f unutar 7y ra¢unajuéi kratnost.
Napomena
Primijetimo da je

JJ‘;(<ZZ)> = 4 inf(2)) = L(in[f(2)| + iarg f(2)).

Slijedi da je integral

f'(z)
dz
/v f(z)
povezan s promjenom argumenta f(z) kad z obide 7.

To objasnjava ime "princip argumenta".



Napomena

Princip argumenta i njegov korolar vrijede i bez pretpostavke da
je Q) zvjezdast, uz pretpostavku da je unutrasnje podrucje od 7y sadr-
zano u () (to je automatski istina ako je () zvjezdast).

Dokaz koristi opéenitiju verziju Teorema o reziduumima, koja sli-
jedi iz Opéeg Cauchyjevog teorema.

Napomena
Postoji i opéenitija verzija Principa argumenta s dodatnom holo-
morfnom funkcijom h.

Ta tvrdnja kaZe da je

f'(2)
27i / hz )f(z) 4z =
h)m(Z, f)— 3} h(@)m(E",f),

z'€B nultocka od f z""€B pol od f

pri ¢emu je m(Z/, f) red nultotke z’ od f, m(z”, f) je red pola z’ od
f, a B je unutrasnje podrucje konture v,

Dokaz ove opcenitije verzije je vrlo slican dokazu naseg teorema.
Rouchéov teorem

Neka je () otvoren zvjezdast skup koji sadrZzi konturu . Neka su
f,g € H(Q). Pretpostavimo da je

8 <If(2)],  vzer
Tada je
Ny (f) = Ny(f +8)-

Dokaz
Zat € [0,1] definiramo funkciju

F:Q—C, F(z)=f(z)+1tg(z).
Pokazimo najprije da F; nema nulto¢aka na 7.

Ako je Fi(z) = 0 za neki z € y tada
f(2) +18(z) = 0= [f(2)| = | - tg(2) = tlg(z)] < [g(2)].

Kontradikcija. Dakle F; je holomorfna na () i nema nulto¢aka na 1.
Prema Korolaru Principa argumenta slijedi

1 [ F@)
M) = 2 ), Bia)

Drugim rije¢ima,

N_W(Htg):zlmfvmdz’ vt e [0,1].
€Z

Funkcija

/ﬂ2+%
27‘[1 f(z) +tg(z



je neprekidna funkcija [0, 1] — Z, pa mora biti konstanta.

(Naime, neprekidna funkcija segment preslikava u segment, a seg-
menti u Z su jedno¢lani skupovi.)

Posebno, gornja funkcija poprima iste vrijednosti u 01i 1, dakle
Ny(f) = Ny(f +8). s

Osnovni teorem algebre II
Polinom h(z) = z" 4+ a,_1z" ' 4+... + a1z +ap, n > 1, ima n nul-
tocaka u C, ra¢unajudi njihove kratnosti.

Dokaz. Uvedimo funkcije
f(z) =2"% g(z) =ay 12" 1+ .+ agz +ap.
Tada je

an—1
z

8(2)| _

oo [f )] felooo =0

ao
+...+Z—n

Slijedi da za & = 1 postoji r > 0 tako da je % < 1 za sve z takve

daje |z| > 1, . |g(z)| < |f(z)| za sve z takve da je |z| > 7.
Neka je R > r i yg = S(0,R) (pozitivno orijentirana kruZnica).
Sada je
8@ <If(2)], Vzer,
odakle je, prema Roucheovom teoremu, Ny (f) = Ny (f + ).

Otito je Ny, (f) = n (jedina nultotka je 0, s kratnos¢u n). Dakle
N, (h) = n za svaki R > r, tj. h ima n nulto¢aka u K(0,R) za svaki
R>r.

Kako svaka nultocka od h pripada nekom (dovoljno velikom) krugu
K(0,R), slijedi da h ima n nultocaka u C. O

Sljedeci ¢e se teorem pokazati klju¢nim za dokaz naprednijih svoj-
stava holomorfnih funkcija, kao $to su Teorem o otvorenom preslika-
vanju, Lokalna invertibilnost i Princip maksimuma modula.

Weierstrassov pripremni teorem

Neka je f € H(Q). Neka je zg € (); stavimo wy = f(zg). Pretpos-
tavimo da funkcija z — f(z) — wp ima u zy nulto¢ku konaénog reda,
i neka je taj red jednak m (m > 1).

Tada postoje ¢,0 > 0 takvi da za svaki w € K*(wy,¢), funkcija
z — f(z) —w ima to&no m razli¢itih nulto¢ki u krugu K(zp, ), koje
su sve reda 1.

A

Weierstrassov pripremni teorem za m = 3



Dokaz. Fiksirajmo K(zp,7) € Q. Iz &injenice da funkcija z — f(z) —
wp ima u zp nultocku kona¢nog reda slijedi da je zg izolirana nultocka
te funkcije.

Zato postoji 6 € (0,r) takav da
|z—2z0| <6, z#2z0 = f(z)—wo #0.

Posebno, |z —z9| =0 = |f(z) —wo| # 0.

Bududi da je funkcija z — |f(z) — wp| neprekidna, ona postize
minimum na kompaktnom skupu S(zp,6) = {z : |z —z9| = ¢}
Oznacimo taj minimum s e. Kako su sve vrijednosti funkcije z +—
|f(z) — wo| na S(zo, d) strogo pozitivne, slijedi da je i e > 0.

Bududi da za svaki z € S(zp,d) vrijedi |f(z) — wg| > ¢, zakljucu-
jemo da za svaki w € K(wy, €) vrijedi

w—wo| <e<|f(z) —wol,  Vz€S(z0,9). (3)

Sada stavimo F(z) = f(z) — wp, G(z) = wy — w.

F i G su holomorfne funkcije na zvjezdastom skupu K(z, r) koji
sadrzi konturu (kruznicu) v = S(zo,4). Stovise, prema (3) vrijedi
|G(z)| < |F(z)| za svaki z na .

Zato moZemo primijeniti Rouchéov teorem i zakljuciti da funkcije
F(z) i (F4+ G)(z) = f(z) — w imaju jednak broj nulto¢ki unutar -y
racunajuéi kratnosti.

Kako je Ny (F) = m (jedina nultocka je z, s kratnosti m), slijedi da
jei Ny (F+G) =m.

Drugim rije¢ima, (F + G)(z) = f(z) — w ima to¢no m nultocki u
krugu K(zo, ¢) (ra¢unajudi kratnosti).

Jo$ treba vidjeti da moZemo posti¢i da sve nultocke od F + G u
K(zp,6) budu jednostruke.

To ¢e biti ispunjeno ako je

d
(F4+G)(2) = (f(z) ~w) = f(2) #0, Yz € K*(20,).

S obzirom da je zy nultocka kona¢nog reda od f’ (taj red je m — 1),
ona je izolirana.

Zato moZemo ako je potrebno smanjiti § (i onda naéi novi ¢ za taj
smanjeni 6), tako da f’ nema nultocki na K*(zo, §). O

Korolar
Neka je f holomorfna na Q, zp € Qi wy = f(z9). Pretpostavimo
da funkcija z — f(z) — wp ima u zg nulto¢ku kona¢nog reda.

Tada postoje 6, ¢ > 0 takvi daje K(zg,d) € QiK(wp,e) C f(K(zo,9)).
Dokaz. Ako su ¢,6 kao u WPT, onda slijedi da je svaki w € K*(wy, €)
u f(K(Z(),é)).

Takoder je i wy = f(zo) u f(K(zg,9)). O



